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1
Einführung

Die Dynamiksimulation beschreibt im Allgemeinen das Bewegungsverhalten von Körpern
unter der Wirkung von Kräften. Dieses Teilgebiet der Physik wird als klassische Mechanik
bezeichnet und steht in engem Zusammenhang mit vielen anderen Wissenschaftsgebieten,
wie beispielsweise der Astronomie oder der Quantenmechanik.
Dabei zählt diese Disziplin wohl zu den ältesten Gebieten der Physik überhaupt und

umfasst die gesamte Kulturgeschichte der Menschheit. Denn diese ist schon jeher daran
interessiert und darauf angewiesen das Verhalten von Objekten in ihrer Umgebung zu
verstehen und vorherzusehen.
Doch erst die Entwicklung des Computers hat diese klassischen Theorien wirklich nutz-

bar gemacht. Denn nur die wenigsten mechanischen Modelle lassen sich analytisch be-
stimmen. Die Lösung muss vielmehr stückweise erfolgen, wobei die maximal mögliche
Schrittweite sehr gering und die Berechnung eines Schrittes sehr aufwändig sein kann.
Deshalb werden solche Simulationen oft von der Realzeit entkoppelt berechnet. Da-

durch können mit der heute zur Verfügung stehenden Rechenleistung sehr komplexe Mo-
delle mit hoher Genauigkeit simuliert werden. Solche Simulationen sind beispielsweise bei
der Entwicklung und dem Test neuer Maschinen und Materialien integraler Bestandteil
unzählbarer Anwendungen im wissenschaftlichen und industriellen Umfeld.
Heute ist es außerdem möglich auch komplexere mechanische Modelle interaktiv zu

simulieren. Damit kann beispielsweise der Immersionsgrad virtueller Realitäten drastisch
gesteigert werden. Diese Entwicklung wurde insbesondere durch die Computeranimation
und der damit verbundenen Unterhaltungsindustrie gefördert. Dennoch spielen interaktive
Simulationen auch in vielen anderen wissenschaftlichen und auch industriellen Bereichen
eine große Rolle.
Die impulsbasierte Dynamiksimulation ist ein vergleichsweise junges Simulationsver-

fahren mechanischer Mehrkörpersysteme. Es wurde erstmals von Alfred Schmitt in einem
internen Bericht der Universität Karlsruhe im Jahr 2000 beschrieben [Sch00]. Das Ver-
fahren wurde dabei ursprünglich im Hinblick auf die interaktive Simulation autonomer
mobiler Roboter in der virtuellen Realität entwickelt. Dazu wurde schon von Beginn an
die These vertreten, dass in diesem Kontext Simulationsverfahren nötig sind, die möglichst
genau aber in erster Hinsicht auch schnell zu berechnen sind.



2 Kapitel 1: Einführung

In den frühen Arbeiten zu dem Verfahren wurden Starrkörperbewegungen durch ver-
bundene Partikelsysteme rein iterativ angenähert. Solche Systeme besitzen sehr viele Ab-
hängigkeiten, sodass die iterative Berechnung ggf. nur langsam gegen die Lösung konver-
giert. Dem wurde in den Arbeiten ab 2003 Rechnung getragen, indem Teile des Verfahrens
mittels zusätzlicher linearer Gleichungssysteme formuliert wurden [Sch03]. In dieser Ar-
beit wird außerdem erstmals die Berechnung von Starrkörpern als eigenständige Körper,
anstelle verbundener Partikelsysteme, beschrieben.
Starrkörpersimulationen zählen in vielen Bereichen zu den wichtigsten Anwendungen

der Mehrkörpersimulation. Dabei ist im Allgemeinen die Qualität eines Simulationsver-
fahrens von deutlich mehr Faktoren als der Berechnung der Bahngleichungen abhängig.
So sollten beispielsweise die Simulationsmodelle möglichst allgemein und einfach kon-
struierbar sein. Außerdem spielt in Simulationen der virtuellen Realität auch immer eine
Kollisionsbehandlung eine große Rolle. Nicht zuletzt, stellt die effiziente Implementierung
einer solchen allgemeinen Simulationsplattform spezielle Anforderungen an deren Archi-
tektur.
Im Zusammenhang mit der impulsbasierten Dynamiksimulation wurden all diese Fak-

toren zuerst in der Dissertation von Jan Bender [Ben07a] aus dem Jahre 2007 behandelt.
In dieser Arbeit wird die impulsbasierte Dynamiksimulation das erste Mal umfassend und
allgemein beschrieben. Insbesondere wurden in diesem Rahmen auch diverse numerische
Experimente durchgeführt. Seit dieser Arbeit sind viele weitere Arbeiten zur impulsba-
sierten Dynamiksimulation in unterschiedlichen Anwendungsbereichen erschienen.
Mit all diesen Arbeiten konnte sowohl die Plausibilität, als auch die Effizienz des Ver-

fahrens empirisch bestätigt werden. Dies ist jedoch auf Dauer nicht zufriedenstellend.
Denn um das Verfahren beispielsweise mit anderen Simulationsverfahren zu vergleichen,
müssen diese Eigenschaften theoretisch nachgewiesen werden.
Die bisher einzige Arbeit die sich intensiv mit den theoretischen Eigenschaften des

Verfahrens beschäftigt, ist [SBP05b]. In dieser Arbeit wurde auch das erste mal die Kon-
vergenz des Verfahrens gegen die analytische Lösung der Bewegungsgleichungen gezeigt.
Allerdings ist dieser Beweis nur unter speziellen Voraussetzungen gültig. Außerdem wur-
de keine Konvergenzordnung des Verfahrens ermittelt. Diese wurde in der Arbeit [SB05]
experimentell bestimmt. Die Ergebnisse können jedoch nicht auf allgemeine Systeme über-
tragen werden.
Die Konvergenzfrage und weitere numerischen Eigenschaften des Verfahrens werden

in dieser Arbeit umfassend theoretisch behandelt. Durch die lange Erfahrung mit dem
Simulationsverfahren kann dabei insbesondere auf die speziellen anwendungsspezifischen
Eigenschaften des Verfahrens eingegangen werden.
Die Arbeit schafft damit allgemein ein vertieftes Verständnis des Verfahrens. So können

mit dieser Arbeit sowohl positive als auch negative praktische Erfahrungen durch die
zugrundeliegenden Theorien begründet werden. Damit können Stärken des Verfahrens
klar benannt und Schwächen der impulsbasierten Dynamiksimulation besser verstanden
und teilweise sogar vermieden werden. Dies zeigt sich beispielsweise durch das im Rahmen
dieser Arbeit entwickelte verbesserte impulsbasierte Verfahren.
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1.1. Aufbau der Arbeit
Die Arbeit ist grob in drei Teilen gegliedert, deren Inhalt im Folgendem kurz zusammen-
gefasst ist.

I. Grundlagen: Der erste Teil der Arbeit ist den nötigen theoretischen Grundlagen
gewidmet. Dazu werden in Kapitel 2 zunächst allgemeine Grundlagen der numerischen
Behandlung mechanischer Mehrkörpersysteme geschaffen. Im darauffolgenden Kapitel 3
wird die Lagrange-Faktoren-Methode ausführlich beschrieben. Mit dieser Methode können
die physikalisch exakten1 inneren Kräfte eines Mehrkörpersystems berechnet werden. Zu-
sammen mit einem konvergenten Diskretisierungsverfahren können damit asymptotisch
exakte Trajektorien des Simulationsmodells berechnet werden. Im letzten Kapitel der
Grundlagen werden die Bewegungsgleichungen der impulsbasierten Dynamiksimulation
hergeleitet und das Verfahren in all seinen Varianten beschrieben.

II. Theorie: Der zweite Teil der Arbeit befasst sich mit den theoretischen Eigenschaften
der impulsbasierten Dynamiksimulation. Dazu wird in Kapitel 5 erstmals ein umfassender
Konvergenzbeweis des Verfahrens geführt. Dieser Beweis liefert neben der allgemeinen
Konvergenzordnung auch differenzierte Aussagen über bestimmte Problemklassen. Das
darauffolgende Kapitel 6 der Arbeit widmet sich der wiederholten Impulsberechnung.
Denn das Verfahren ermöglicht, ohne zusätzliche Stabilisierungsmethoden, den Fehler
in den Zwangsbedingungen zu minimieren. Dazu wird in dem Kapitel gezeigt, dass die
iterierten Lösungen lokal und linear gegen eine konsistente Lösung konvergieren.

III. Anwendung: Der dritte Teil der Arbeit ist anwendungsspezifischen Fragen vorbe-
halten. Dabei werden in Kapitel 7 zunächst allgemeine Aspekte des Mehrkörpermodells
und der interaktiven Simulation beschrieben. Auf dieser Basis werden im darauffolgen-
den Kapitel 8 die numerischen Eigenschaften der impulsbasierten Dynamiksimulation dis-
kutiert. Dazu wird zunächst die Genauigkeit und Effizienz des Verfahrens übersichtlich
dargestellt und die theoretischen Aussagen durch numerische Experimente überprüft. Dar-
über hinaus werden in diesem Kapitel weitere anwendungsspezifische Eigenschaften des
Verfahrens diskutiert. Dazu zählt beispielsweise dessen Parallelisierbarkeit, aber ebenso
die Simulation verformbarer Körper und weiteres.
Im letzten Kapitel der Arbeit werden die gewonnenen Erkenntnisse zusammengefasst

und einige unbeantwortet Fragen und mögliche Verbesserungen der impulsbasierten Dy-
namiksimulation benannt.

1Exakt im Sinne der klassischen Mechanik und unter den gegebene Voraussetzungen.





Teil I
Grundlagen

Gib mir einen Punkt, auf dem ich
stehen kann, und ich werde dir
die Welt aus den Angeln heben.

(Archimedes von Syrakus)
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2
Physikalisches Modell

Ein (mathematisches) Modell ist allgemein beschrieben als eine Menge von Objekten V
die mittels Relationen R verknüpft sind:

V = f(R,V).

Die Objekte beschreiben dabei den Zustand des Modells, welches in Abhängigkeit der
Relationen in einen anderen Systemzustand übergehen kann. Werden diese Zustands-
übergänge mit einem gegebenen Anfangszustand nacheinander berechnet spricht man
von einer Simulation. Erfolgt dies mit Hilfe des Computers, spricht man im speziellen von
einer Computersimulation.
Ein physikalisches Modell ist ein mathematisches Modell, dass auf den Gesetzen der

Physik basiert. Mit einem solchen Modell wird immer versucht möglichst viele Eigen-
schaften der Realität abzubilden und gleichzeitig die Komplexität in Grenzen zu halten.
Jedes physikalisches Modell ist somit eine Abwägung zwischen Genauigkeit und Aufwand
und immer nur eine Idealisierung der Wirklichkeit.
Die Modelle der Dynamiksimulation begründen sich auf den Gesetzen der klassischen

Mechanik. Die physikalischen Körper oder genauer deren Zustandsvariablen und die Zeit,
repräsentieren dabei die Objekte des Modells. Diese stehen über die Bewegungsgleichun-
gen miteinander in Verbindung. Werden die Bewegungsgleichungen für einen gegebene
Anfangszustand gelöst, folgt die Trajektorie oder Bahngleichung der Körper. Diese be-
schreibt die räumliche Bewegung der Körper in Abhängigkeit zur Zeit.
Die Bewegungsgleichungen ergeben sich aus den Formalismen der klassischen Mechanik.

Allerdings kann die Lösung dieser Gleichungen in der Regel nicht analytisch bestimmt
werden, d. h. die Bahngleichung kann nicht in geschlossener Form angegeben werden.
Deshalb wird die Bewegung durch numerische Integration gelöst (vgl. Kapitel 2.7).
Es gibt eine Vielzahl unterschiedlicher Modelle zur Simulation eines Mehrkörpersys-

tems. Im Folgenden wird das dieser Arbeit zugrundeliegende Modell näher beschrieben.
Daneben werden auch davon abweichende, alternative Ansätze kurz angesprochen.
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2.1. Reduzierte und redundante Koordinaten
Um ein Mehrkörpersystem zu beschreiben, muss zunächst bestimmt werden in welchen
Koordinaten die Zustandsvariablen dargestellt werden. Dafür gibt es unterschiedliche An-
sätze. Im Allgemeinen lassen sich zwei wesentlichen Darstellungen der Koordinaten un-
terscheiden: Die der reduzierten Koordinaten1 und die der redundanten oder abhängigen
Koordinaten.
Bevor die Unterschiede zwischen redundanten und reduzierten Koordinaten diskutiert

werden, wird der zentrale Begriff des Freiheitsgrads definiert.

Definition 2.1 (Freiheitsgrad)
Als Freiheitsgrade f eines Körpers wird die Anzahl der unabhängigen Parameter bezeich-
net, die nötig als auch hinreichend sind, die Lage des Körpers im Raum zu beschreiben.
Als Freiheitsgrade n eines k-Körpersystems wird die Summe aller Freiheitsgrade der

einzelnen Körper bezeichnet:

n =
k∑

i=1
fi.

Anmerkung 2.1:
• Die Parameter sind frei wählbar, aber die Anzahl der Parameter, also die Freiheits-

grade, ist konstant.

• In der Literatur wird häufig zwischen Translations- und Rotationsfreiheitsgraden
unterschieden.

• Oft wird der Begriff Freiheitsgrad nur für die Anzahl aller Freiheitsgrade genutzt.
Ein einzelner Freiheitsgrad wird dann als Freiheit bezeichnet.

Ein Mehrkörpersystem hat n Freiheitsgrade. Diese beschreiben die freie Bewegung des
Systems. Werden m zusätzliche, nicht redundante Bedingungen an diese Bewegungen
gestellt, werden m Freiheitsgrade aus dem System entfernt und es verbleiben (n − m)
tatsächliche Freiheitsgrade. Das heißt, das unbeschränkte, freie System hat n und das
beschränkte (n−m) Freiheitsgrade.
Wird ein solches Mehrkörpersystem mit reduzierten Koordinaten dargestellt, ist deren

Anzahl immer gleich der Anzahl (n − m) der tatsächlichen Freiheitsgrade. Es handelt
sich also um die minimale Anzahl von Koordinaten, die nötig sind, die Bewegung zu
beschreiben. Deshalb werden diese Koordinaten auch Minimalkoordinaten und die Bewe-
gungsgleichungen Minimalform des mechanischen Mehrkörpersystems genannt.
Die redundanten Koordinaten hingegen sind im Allgemeinen höher dimensional, da

durch Zwangsbedingungen entfernte Freiheitsgrade keine Koordinaten entfernen. Die An-
zahl der benötigten Koordinaten ist also immer gleich der Anzahl n der Freiheitsgrade

1Häufig auch als unabhängige, generalisierte oder minimale Koordinaten bezeichnet.




